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Применение метода функции Грина к исследованию
краевых задач в полубесконечных областях для

уравнений четвертого порядка с кратными
характеристиками

Б.И. Жамалов * Д.М. Меликузиева

Аннотация
Предметом исследования в данной статье являются граничные задачи в полуограниченной
области для неоднородного дифференциального уравнения четвертого порядка с кратными
характеристиками. Вопросы единственности регулярных решений разработанных задач решены
на основе аппарата энергетических интегралов, в то время как теоремы существования
обоснованы с применением классического метода разделения переменных. Искомые решения
аналитически выражены через сконструированную функцию Грина в форме бесконечных
функциональных рядов. В рамках работы строго доказана абсолютная, а также равномерная
сходимость как самих рядов решений, так и рядов, составленных из соответствующих частных
производных в рассматриваемых геометрических областях.
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1. Введение

Моделирование широкого круга задач газовой динамики, теории упругости, а также механики пластин и
оболочек неразрывно связано с исследованием дифференциальных уравнений в частных производных высокого
порядка. В контексте прикладных физических приложений дифференциальные уравнения четвертого порядка
также представляют существенный научный интерес ([1-5]).

Вопросам систематизации и классификации дифференциальных уравнений в частных производных четвертого
порядка посвящена известная монография Т. Д. Джураева и А. Сопуева [6].

Так, в публикации [7] предмет исследования составила краевая задача в ограниченной области для
неоднородного уравнения четвертого порядка с кратными характеристиками, содержащего вторую временную
производную.

Другой тип граничной задачи для уравнения четвертого порядка вида uxxxx − utt = f (x, t) изучен в работе
[8].
Проблематика, связанная с уравнениями колебания балки, детально отражена в изысканиях [9-11].
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Ряд авторов в работах [12-16] обратились к анализу краевых задач для уравнений третьего порядка с кратными
характеристиками, включающих вторую производную по времени, в то время как в статьях [17-18] аналогичные
уравнения исследовались в геометрии полуограниченных областей.
При этом граничные задачи для уравнений четвертого порядка, содержащих третью производную по временной

переменной, до сих пор остаются малоизученными [19-22].
Тем не менее, в последнее время наблюдается рост интереса именно к уравнениям четвертого порядка с

третьей производной по времени. Подобные математические структуры выступают фундаментальной основой в
сфере нанотехнологий, в частности, при прецизионном расчете частотных характеристик колебаний микро- и
наносенсоров. К примеру, С. Конг (Kong S.) совместно с соавторами в своих ключевых трудах провели подробный
статический и динамический анализ микробалок, опираясь на градиентную теорию упругости (strain gradient
elasticity theory) [23].
В отличие от вышеупомянутых исследований, в данной работе рассматривается краевая задача, поставленная

для уравнения четвертого порядка с кратными характеристиками в полубесконечной области, путем построения
функции Грина и её применения для получения решения

2. Постановка задач

В областях D+ = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < +∞} и D− = {(x, y) : 0 < x < p, −∞ < y < 0} рассмотрим
уравнение

uxxxx (x, y)− uyyy (x, y) + au (x, y) = g (x, y) , (2.1)

где a, p ∈ R, g (x, y)— заданная достаточно гладкая функция.
Задача A1. В области D+ требуется найти функцию u (x, y), удовлетворяющую уравнению (2.1),

принадлежащую классу u (x, y) ∈ C4,3
x,y (D

+) ∩ C3,2
x,y (D

+ ∪ Γ1), ограниченную при y → +∞ функции u(x, y) ,
uy(x, y) ограничена, равномерно по x, такую что uxx ∈ L2 (D

+) и удовлетворяющего следующим краевым
условиям:

u (0, y) = ux (0, y) = uxx (p, y) = uxxx (p, y) = 0, 0 ≤ y < +∞ (2.2)

uy (x, 0) = ψ1 (x) , uyy (x, 0) = ψ2 (x) , lim
y→+∞

uyy (x, y) = 0, 0 ≤ x ≤ p (2.3)

где Γ1 = ∂D+- граница области D+. ψ1 (x) и ψ2 (x)- заданные достаточно гладкие функции.
Задача A2. В области D− требуется найти функцию u (x, y), удовлетворяющую уравнению (2.1),

принадлежащую классу C4,3
x,y (D

−) ∩ C3,2
x,y (D

− ∪ Γ2), ограниченную при y → −∞ функции u(x, y), uy(x, y)
ограничена, равномерно по x, такую что uxx ∈ L2 (D

−) , удовлетворяющего условим (2.2) и:

uyy (x, 0) = ψ3 (x) , lim
y→−∞

uy (x, y) = lim
y→−∞

uyy (x, y) = 0, 0 ≤ x ≤ p, (2.4)

где Γ2 = ∂D− — граница области D−, ψ3 (x) - заданная достаточно гладкая функция.

3. Единственность решения

Теорема 3.1. Если задача A1 (A2) имеет решение, то при условии a ≥ 0, оно единственно.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть задача A1(A2) имеет два решения u1 (x, y) и u2 (x, y).
Тогда функция u (x, y) = u1 (x, y)− u2 (x, y) удовлетворяет уравнению (2.1) с однородными краевыми условиями.
Докажем, что u (x, y) ≡ 0 в D+ (D−).
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В области D+ (D−) справедливо тождество

∂

∂x
(uuxxx − uxuxx) + u2xx +

∂

∂y

(
−uuyy +

1

2
u2y

)
+ au2 = 0. (3.1)

Интегрируя тождество (3.1) по области D+
d = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < d} , где d > 0 имеем

d∫
0

[u (p, y)uxxx (p, y)− ux (p, y)uxx (p, y)] dy

−
d∫

0

[u (0, y)uxxx (0, y)− ux (0, y)uxx (0, y)]dy

+

p∫
0

d∫
0

u2xxdxdy+

p∫
0

(−u (x, d)uyy (x, d) + u (x, 0)uyy (x, 0)) dx

+
1

2

p∫
0

(
u2y (x, d)− u2y (x, 0)

)
dx+ a

p∫
0

d∫
0

u2 (x, y) dxdy = 0.

(3.2)

Если d→ +∞ , то D+
d → D+. Учитывая однородные краевые условия задачи A1, т.е. ψ1 (x) = ψ2 (x) = 0 и

свойства функции u (x, y) при y → +∞, a также, что uxx ∈ L2 (D
+), из (3.2) получаем∫∫

D+

u2xx (x, y) dxdy +
1

2
lim

d→+∞

p∫
0

u2y (x, d) dx+ a

∫∫
D+

u2 (x, y)dxdy = 0.

Если a > 0 из третьего слагаемого, получим u (x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪ Γ1, а если a = 0, из первого слагаемого
имеем uxx (x, y) = 0. Следовательно, u (x, y) = xf1 (y) + f2 (y), где f1 (y) , f2 (y)− произвольные функции,
удовлетворяющие условиям задачи A1. С учётом условия (2.2) в области D+ ∪ Γ1 получаем f1 (y) = f2 (y) = 0,
тогда имеем u (x, y) ≡ 0.
D−

c = {(x, y) : 0 < x < p, c < y < 0} , где c < 0 имеем если c→ −∞ , тоD−
c → D−. Учитывая однородные

краевые условия задачиA2, т.е. ψ3 (x) = 0 и свойства функции u (x, y) при y → −∞, a также, что uxx ∈ L2 (D
−),

из (3.2) получаем ∫∫
D−

u2xx (x, y) dxdy +
1

2

p∫
0

u2y (x, 0) dx+ a

∫∫
D−

u2 (x, y)dxdy = 0.

Отсюда также легко следует, что u (x, y) ≡ 0 в D− ∪ Γ2.
Теоема 3.1 доказана.

4. Существование решения

Теорема 4.1. При выполнения следующих условий:
1) ψi (x) ∈ C5 [0, p] , i = 1, 2, 3; ψi (0) = ψ′

i (p) = ψi
′ (0) = ψ′′

i (p) = ψi
′′′ (p) = ψi

′′′ (0) = ψi
(4) = 0;

2)
∂2g (x, y)

∂x∂y
∈ Cb (D

+ ∪ Γ1) ,
∂2g (x, y)

∂x∂y
∈ Cb (D

− ∪ Γ2) ; g (0, y) = 0, lim
y→±∞

g (x, y) = 0, g (x, 0) = 0,

то решение задачи A1 ( A2) существует.

Доказательство. Решение задачи A1 (A2) ищем в виде

u (x, y) =

∞∑
n=1

Xn (x)Yn (y) . (4.1)
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Подставляя (4.1) в уравнение (2.1), получаем по X (x) следующую задачу:

{
XIV − λX = 0,

X (0) = X ′ (0) = X ′′ (p) = X ′′′ (p) = 0.
(4.2)

Собственные значение задачи (4.2) [11],

λn =

(
π

p

(
n− 1

2
+ (−1)

n
O

(
1

n2

)))4

n ∈ N,

соответствующая собственная функция имеет вид [10]:

Xn (x) =



1

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
ch

(
4
√
λn

(
x− p

2

))
sh

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
 , n = 2m− 1,

1

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
−

sh
(

4
√
λn
(
x− p

2

))
ch

(
4
√
λnp

2

) +
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
 , n = 2m.

(4.3)

Известно [11], что система собственных функций (4.3) задачи (4.2) является полной и ортонормированной в
L2 (0, p).
Учитывая условия (2.3), приходим к следующей задаче по Y (y) для A1:

Y
′′′ − (a+ λn)Y = gn (y)

Y ′ (0) = ψ1n, Y ′′ (0) = ψ2n, lim
y→+∞

Y ′′ (y) = 0
(4.4)

здесь

ψin =

p∫
0

ψi (x)Xn (x) dx, i = 1, 2,

gn(y) =



1

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫
0

g(x, y)

ch
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sh

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
 dx, n = 2m− 1;

1

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫
0

g(x, y)

−
sh
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
ch

(
4
√
λnp

2

) +
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
 dx, n = 2m.
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Интегрируя по частям gn(y) и учитывая второе условие теоремы 4.1, имеем:

gn(y) =
1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣g(x, y)
 sh 4

√
λn

(
x− p

2

)
sh
(

4√λnp
2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)

∣∣∣∣∣
x=p

x=0

−

− 1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

gx(x, y)

 sh 4
√
λn

(
x− p

2

)
sh

(
4
√
λnp

2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
 dx =

=
2
√
p

π(2n− 1)
Fn(y), n = 2m− 1;

gn(y) =
1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣g(x, y)
−

ch 4
√
λn

(
x− p

2

)
ch

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)

∣∣∣∣∣
x=p

x=0

−

− 1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

gx(x, y)

−
ch 4

√
λn

(
x− p

2

)
ch

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
 dx =

=
2
√
p

π(2n− 1)
Fn(y), n = 2m.

где

Fn (y) = − 1∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

gx (x, y)


sh 4

√
λn

(
x− p

2

)
sh

(
4
√
λnp

2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λp

2

)
dx, n = 2m− 1;

Fn (y) = − 1∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

gx (x, y)

−
ch 4

√
λn

(
x− p

2

)
ch

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λp

2

)
dx, n = 2m.

В последующих выкладках символM будет использоваться для обозначения максимума из всех положительных
известных величин, фигурирующих в оценках. Из gn (y) получим оценки

|gn(y)| ≤
M

n
|Fn(y).| (4.5)

Интегрируя по частям ψ1 (x) и ψ2 (x) пять раза и учитывая первое условие теоремы 4.1, получим оценки:

|ψin| ≤
M

n5
|Ψin| , i = 1, 2, (4.6)

где

Ψin =
1

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

ψi
(5) (η)

sh
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sh

(
4
√
λnp

2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
 dx, i = 1, 2; n = 2m− 1 ;
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Ψin =
1

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

ψi
(5) (η)

−
ch
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
ch

(
4
√
λnp

2

) −
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
 dx, i = 1, 2; n = 2m.

Для нахождения решения задачи (4.4) применим функций Грина. С этой целью введем вспомогательную функцию

V (y) = Y (y)− ρ (y) , (4.7)

которая позволяет свести исходные граничные условия задачи (4.4) к однородному виду. При этом выражение
ρ (y) задается следующим образом:

ρn (y) = −ψ1ne
−y − ψ1n + ψ2n

2
e−y2

. (4.8)

Подставляя (4.7), (4.8) в (4.4), приходим к следующей задачеV
′′′ − (a+ λn)V = λnfn (y) ,

V ′ (0) = V ′′ (0) = lim
y→+∞

V ′′ (y) = 0,
(4.9)

здесь

fn (y) =

(
a+ λn − 4y3 + 6y − 1

λn
e−y +

(a+ λn)
(
4y3 − 6y

)
2λn

e−y2

)
ψ1n +

(a+ λn − 1)
(
4y3 − 6y

)
λn

e−y2

ψ2n +
gn (y)

λn
.

С учётом (4.5) и (4.6) получаем следующие оценки

|fn (y)| ≤
M

n5

((
e−y + e−y2

)
|Ψ1n|+ e−y2

|Ψ2n|+ |Fn (y)|
)
,

|fn (0)| ≤
M

n5
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Fn (0)|) ,∣∣fn′ (y)

∣∣ ≤ M

n5

(
e−y |Ψ1n|+ (|Ψ1n|+ |Ψ2n|) e−y2

+ F ′
n (y)

)
,

(4.10)

Решение задачи (4.9) имеет следующий вид:

Vn (y) = λn

+∞∫
0

Gn (y, η) fn (η) dη (4.11)

где функция Gn (y, η) является функцией Грина задачи (4.9) и принадлежит следующему классу C1
b [0,+∞) ∩

C3
b (0,+∞) где b = lim

y→+∞
y, [23].

Функция Грина задачи (4.9) удовлетворяет следующему уравнению:

Gnyyy (y, η)− (a+ λn)Gn (y, η) = 0, (4.12)

а также следующим условиям:

G1ny (0, η) = G1nyy (0, η) = lim
y→+∞

G2nyy (y, η) = 0, (4.13)


G2n (η, η)−G1n (η, η) = 0,

G2ny (η, η)−G1ny (η, η) = 0,

G2nyy (η, η)−G1nyy (η, η) = 1.

(4.14)
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Искомую функцию Грина будем искать в следующем виде

G+
n (y, η) =

{
G+

1n (y, η) , 0 ≤ y < η,

G+
2n (y, η) , η ≤ y <∞.

(4.15)

здесь kn = 3
√
λn + a,

G+
n (y, η) =



− 1

3k2n

(
ekn(y−η) + 2e−kn(η+ y

2 ) cos

(√
3

2
kny

))
, 0 ≤ y < η,

− 2e−kn(η+ y
2 )

3k2n
cos

(√
3

2
kny

)
− 2e

kn
2 (η−y)

3k2n
sin

(√
3

2
kn (y − η) +

π

6

)
, η ≤ y <∞

Непосредственная проверка показывает, что заданная соотношением (4.15) функция в полной мере удовлетворяет
всем критериям, заложенным в определении функции Грина. Далее перейдём к оценке функции G+

n (ξ, y),

∣∣G+
1n (y, η)

∣∣ ≤ 1

3k2n

(
ekn(y−η)+ 2e

−kn

(
η+
y

2

))
≤ M

k2n
,

∣∣G+
2n (y, η)

∣∣ ≤ 1

3k2n

(
2 e−kn(η+ y

2 ) + 2e
kn
2 (η−y)

)
≤ M

k2n
.

Из этого следует следующая оценка,∣∣G+
nη (y, η)

∣∣ ≤ M

kn
,

∣∣G+
nηη (y, η)

∣∣ ≤M. (4.16)

Следовательно, общее решение задачи A1 имеет следующий вид:

u (x, y) =

∞∑
n=1

ρn (y) + λn

+∞∫
0

Gn (y, η) fn (η) dη

Xn (x) . (4.17)

С учётом (4.6) оценим (4.8),

|ρn (y)| ≤
M

n5

((
e−y + e−y2

)
|Ψ1n|+ e−y2

|Ψ2n|
)
. (4.18)

Учитывая (4.10), оценим (4.11), для этой цели воспользуемся следующим соотношением

Gn (y, η) =
1

a+ λn
Gnyyy (y, η) ,

Vn (y) = λn
+∞∫
0

Gn (y, η) fn (η) dη =
λn

a+ λn

(
η−ε∫
0

Gnηηη (y, η) fn (η) dη+

+
ν∫

η+ε

Gnηηη (y, η) fn (η) dη +
+∞∫
ν

Gnηηη (y, η) fn (η) dη

)
.

Для функции ГринаGn (y, η) точка y = η является точкой разрыва первого рода. В то же время данная функция
сохраняет непрерывность в точке y = ν для любого ν ∈ [0,+∞).

Vn (y) =
λn

a+ λn

(
lim
ε→0

(fn (η − ε)Gnηη (y, η − ε)− fn (0)Gnηη (y, 0)−
η−ε∫
0

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
+

+ λn

a+λn
lim
ε→0

(
fn (ν)Gnηη (y, ν)− fn (η + ε)Gnηη (y, η + ε)−

ν∫
η+ε

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

))
+

+ λn

a+λn

(
lim

B→+∞
(fn (B)Gnηη (y,B)− fn (ν)Gnηη (y, ν)−

B∫
ν

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
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Учитывая (4.10) и (4.16), получим оценку для Vn (y),

|Vn (y)| ≤
M

n5
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|) . (4.19)

Принимая во внимание (4.18) и (4.19) оценим (4.17) в виде,

|u (x, y)| ≤
∞∑

n=1

(|ρn (y)|+ |Vn (y)|) |Xn (x)| ≤
M

n5
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|) <∞.

Оценка собственной функции имеет вид: |Xn (x)| ≤M, 0 < M = const.

|Xn (x)| ≤
1

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣

∣∣∣∣ch 4

√
λnp

2

∣∣∣∣∣∣∣∣sh 4
√
λnp

2

∣∣∣∣ +
1∣∣∣∣cos( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
 ≤ 1

√
p
+

1

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ,

Следовательно, для n = 2m− 1 имеем:

lim
n→∞

∣∣∣∣cos 4
√
λnp

2

∣∣∣∣ = lim
m→∞

∣∣∣∣cos π (4m− 3)

2p
· p
2

∣∣∣∣ = lim
m→∞

∣∣∣∣cos(πm− 3π

4

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos 3π4
∣∣∣∣ = √

2

2
.

Отсюда при n = 2m получаем:

|Xn (x)| ≤
1

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣

∣∣∣∣sh 4

√
λnp

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ch 4
√
λnp

2

∣∣∣∣ +
1∣∣∣∣sin( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
 ≤ 1

√
p
+

1

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣sin( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ,

lim
n→∞

∣∣∣∣sin 4
√
λnp

2

∣∣∣∣ = lim
m→∞

∣∣∣∣sin π (4m− 1)

2p
· p
2

∣∣∣∣ = lim
m→∞

∣∣∣sin(πm− π

4

)∣∣∣ = ∣∣∣sin π
4

∣∣∣ = √
2

2
.

Теперь оценим uyyy (x, y),

uyyy (x, y) =

∞∑
n=1

ρ′′′n (y) + λn

+∞∫
0

Gnηηη (y, η) fn (η) dη

Xn (x) . (4.20)

ρ′′′ (y) имеет следующий вид,

ρ′′′ (y) = ψ1ne
−y + 2 (ψ1n + ψ2n)

(
2y3 − 3y

)
e−y2

. (4.21)

Исходя из (4.6) оценим (4.21),

|ρ′′′ (y)| ≤ M

n5
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|) . (4.22)
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Тогда V ′′′ (y) имеет следующий вид,

Vn
′′′ (y) = λn

+∞∫
0

Gnηηη (y, η) fn (η) dη = λn

(
lim
ε→0

fn (η)Gnηη (y, η)
∣∣∣η−ε

0
−

η−ε∫
0

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη+

+
+∞∫
η+ε

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
= λn

(
lim
ε→0

(fn (η − ε)Gnηη (y, η − ε)− fn (0)Gnηη (y, 0))−

−
η−ε∫
0

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη +

ν∫
η+ε

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη +

+∞∫
ν

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
=

= λn lim
ε→0

(
(fn (η − ε)Gnηη (y, η − ε)− fn (0)Gnηη (y, 0))−

η−ε∫
0

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
+

+λn

(
lim
ε→0

(
(fn (ν)Gnηη (y, ν)− fn (η + ε)Gnηη (y, η + ε))−

c∫
η+ε

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

))
+

+λn

(
lim

B→+∞
(fn (B)Gnηη (y,B)− fn (ν)Gnηη (y, ν))−

B∫
ν

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
.

Учитывая (4.10) и (4.16) оценим V ′′′ (y),

∣∣Vn′′′ (y)
∣∣ ≤ 1

n
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|) . (4.23)

На основаним (4.22) и (4.23) оценим (4.20) в виде

|uyyy (x, y)| ≤M

∞∑
n=1

1

n
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|).

Используя неравенство Коши-Буняковского и Бесселя, получим

|uyyy (x, y)| ≤M

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2


√√√√ ∞∑

n=1

|Ψ1n|
2

+

√√√√ ∞∑
n=1

|Ψ2n|
2
 ≤M

√
π2

6

(∥∥∥ψ(5)
1 (x)

∥∥∥ +
∥∥∥ψ(5)

2 (x)
∥∥∥) <∞.

так как
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

|Ψin|2 ≤
∥∥∥ψ(5)

i (x)
∥∥∥2
L2(0<x<p)

, i = 1, 2. (4.24)

Следовательно, ряд, соответствующий функции uyyy (x, y), cходится абсолютная и равномерно в области D+.
Из уравнения (4.17) найдём uxxxx (x, y) и также покажем его сходимость,

|uxxxx(x, y)| ≤
1
√
p

∞∑
n=1

(
|ρn(y)|+

∫ +∞
0

|Gn(y, η)| |fn(η)| dη
)

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ( π

2p
(2n− 1)

)4 ×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
ch
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sh

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤M

∞∑
n=1

1

n
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|) , n = 2m− 1,
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|uxxxx(x, y)| ≤
1
√
p

∞∑
n=1

(
|ρn(y)|+

∫ +∞
0

|Gn(y, η)| |fn(η)| dη
)

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ( π

2p
(2n− 1)

)4 ×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣−
sh
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
ch

(
4
√
λnp

2

) +
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤M

∞∑
n=1

1

n
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|) , n = 2m.

Используя неравенство Коши-Буняковского и Бесселя, получим

|uxxxx (x, y)| ≤M

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2


√√√√ ∞∑

n=1

|Ψ1n|
2

+

√√√√ ∞∑
n=1

|Ψ2n|
2
 ≤

√
π2

6

(∥∥∥ψ(5)
1 (x)

∥∥∥+ ∥∥∥ψ(5)
2 (x)

∥∥∥) <∞.

Здесь (4.24).
Следовательно, uxxxx (x) также сходится абсолютно и равномерно в области D+.
Теперь учитывая условия (2.4), приходим к следующей задаче по Y (y) для A2:Y

′′′ − (a+ λn)Y = gn (y)

Y ′′ (0) = ψ3n, lim
y→−∞

Y ′ (y) = lim
y→−∞

Y ′′ (y) = 0
(4.25)

здесь

ψ3n =

p∫
0

ψ3 (x)Xn (x) dx,

gn (y) =

p∫
0

g (x, y)Xn (x) dx

Интегрируя по частям gn(y) и учитывая второе условие теоремы 4.1, имеем:

gn (y) =
1

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫
0

g (x, y)

ch
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sh

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
dx =

=
1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣g (x, y)
sh

4
√
λn

(
x− p

2

)
sh

(
4
√
λnp

2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x=p

x=0

−

− 1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ·
p∫
0

gx (x, y)

sh
4
√
λn

(
x− p

2

)
sh

(
4
√
λnp

2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
 dx =

2
√
p

π (2n− 1)
Fn (y) ; n = 2m− 1,

где

Fn (y) = − 1∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

gx (x, y)


sh 4

√
λn

(
x− p

2

)
sh

(
4
√
λnp

2

) −
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λp

2

)
dx, n = 2m− 1.
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gn (y) =
1

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫
0

g (x, y)

−
sh
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
ch

(
4
√
λnp

2

) +
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
dx =

=
1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣g (x, y)
−

ch 4
√
λn

(
x− p

2

)
sh

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x=p

x=0

−

− 1

4
√
λn

√
p

∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ·
p∫
0

gx (x, y)

−
ch 4

√
λn

(
x− p

2

)
ch

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
 dx =

2
√
p

π (2n− 1)
Fn (y) , n = 2m.

где

Fn (y) = − 1∣∣∣∣th( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣
p∫

0

gx (x, y)

−
ch 4

√
λn

(
x− p

2

)
ch

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λp

2

)
dx, n = 2m.

Из gn (y) получим оценки

|gn (y)| ≤
M

n
|Fn (y)| (4.26)

Интегрируя по частям ψ3 (x) пять раза и учитывая первое условие теоремы 4.1, получим оценки:

|ψ3n| ≤
M

n5
|Ψin| , (4.27)

где

Ψ3n =

p∫
0

ψ3
(5) (x)Xn (x) dx.

Для отыскания решения граничной задачи (4.25) воспользуемся методом функции Грина. С целью
гомогенизации (приведения к однородному виду) заданных краевых условий введем новую переменную по
правилу:

V1 (y) = Y (y)− ρ (y) , (4.28)

где аналитическая структура функции ρ (y) записывается следующим образом:

ρ1n (y) = ψ3ne
y (4.29)

Подставляя (4.28), (4.29) в (4.25), приходим к следующей задачеV
′′′ − (a+ λn)V = λnfn (y) ,

V ′′ (0) = lim
y→−∞

V ′ (y) = lim
y→−∞

V ′′ (y) = 0,
(4.30)

здесь

fn (y) =

(
a+ λn − 1

λn

)
eyψ3n +

gn (y)

λn
.
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Принимая во внимание (4.26) и (4.27) получаем следующие оценки

|fn (y)| ≤
M

n5
(ey |Ψ3n|+ |Fn (y)|) ,

|fn (0)| ≤
M

n5
(|Ψ3n|+ |Fn (0)|) ,∣∣fn′ (y)

∣∣ ≤ M

n5
(
ey |Ψ3n|+

∣∣Fn
′ (y)

∣∣) .
(4.31)

Решение задачи (4.30) имеет следующий вид:

V1n (y) = λn

0∫
−∞

Gn (y, η) fn (η) dη (4.32)

где функция Gn (y, η) является функцией Грина задачи (4.30) и принадлежит следующему классу C1
b (−∞; 0] ∩

C3
b (−∞; 0) где b = lim

y→−∞
y.

Функция Грина задачи (4.30) удовлетворяет уравнению (4,12), а также следующим условиям

G1nyy (0, η) = lim
y→−∞

G2ny (y, η) = lim
y→−∞

G2nyy (y, η) = 0. (4.33)
G2n (η, η)−G1n (η, η) = 0,

G2ny (η, η)−G1ny (η, η) = 0,

G2nyy (η, η)−G1nyy (η, η) = 1.

(4.34)

Искомую функцию Грина будем искать в следующем виде

G−
n (y, η) =

{
G−

1n (y, η) , −∞ < y ≤ η,

G−
2n (y, η) , η < y ≤ 0.

(4.35)

G−
n (y, η) =


− 1

3k2n

(
ekn(y−η) + 2e−kn(η+ y

2 ) cos

(√
3

2
kny

))
,

− 2

3k2n

(
e−kn(η+ y

2 ) cos

(√
3

2
kny

)
+ e

kn
2 (η−y) sin

(√
3

2
kn (y − η) +

π

6

))
.

Можно проверить, что функция, определенная формулой (4.35), обладает всеми свойствами, указанными в
определении функции Грина. Теперь оценим G−

n (y, η),∣∣G−
1n (y, η)

∣∣ ≤ 1

3k2n

(
ekn(y−η)+ 2e−kn(η+ y

2 )
)
≤ M

k2n∣∣G−
2n (y, η)

∣∣ ≤ 1

3k2n

(
2 e−kn(η+ y

2 ) + 2e
kn
2 (η−y)

)
≤ M

k2n

Из этого следует следующая оценка, ∣∣G−
n (y, η)

∣∣ ≤ M

k2n
,

также ∣∣G−
nη (y, η)

∣∣ ≤ M

kn
,
∣∣G−

nηη (y, η)
∣∣ ≤M, (4.36)

Следовательно, общее решение задачи A2 имеет следующий вид:

u (x, y) =

∞∑
n=1

ρ1n (y) + λn

0∫
−∞

Gn (y, η) fn (η) dη

Xn (x) . (4.37)
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С учётом (4.27) оценим (4.29),

|ρ1n (y)| ≤
M

n5
|Ψ3n| . (4.38)

Учитывая (4.31), оценим (4.32), для этой цели воспользуемся следующим соотношением

V1n (y) = λn
0∫

−∞
Gn (y, η) fn (η) dη =

λn
a+ λn

0∫
−∞

Gnηηη (y, η) fn (η) dη =

=
λn

a+ λn

(
ν∫

−∞
Gnηηη (y, η) fn (η) dη + lim

ε→0

(
η−ε∫
ν

Gnηηη (y, η) fn (η) dη +
0∫

η+ε

Gnηηη (y, η) fn (η) dη

))
=

λn
a+ λn

lim
B→−∞

(fn (ν)Gnηη (y, ν)− fn (B)Gnηη (y,B)−
ν∫
B

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
+

+
λn

a+ λn
lim
ε→0

(fn (η − ε)Gnηη (y, η − ε)− fn (ν)Gnηη (y, ν)−
η−ε∫
ν

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
+

+
λn

a+ λn
lim
ε→0

(fn (0)Gnηη (y, 0)− fn (η + ε)Gnηη (y, η + ε)−
0∫

η+ε

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

)
.

Для функции ГринаGn (y, η) точка y = η является точкой разрыва первого рода. В то же время данная функция
сохраняет непрерывность в точке y = ν для любого ν ∈ (−∞, 0]

Следовательно
|V1n (y)| ≤

M

n5
(|Ψ3n|) (4.39)

Принимая во внимание (4.38) и (4.39) оценим (4.37) в виде,

|u (x, y)| ≤
∞∑

n=1

(|ρ1n (y)|+ |V1n (y)|) |Xn (x)| ≤
M

n5
(|Ψ3n|) <∞

Теперь оценим uyyy (x, y),

uyyy (x, y) =

∞∑
n=1

ρ1n′′′ (y) + λn

0∫
−∞

Gnyyy (y, η) fn (η) dη

Xn (x). (4.40)

Оценим ρ′′′ (y) с учетом соотношения (4.27),

|ρ1n′′′ (y)| ≤ M

n5
(|Ψ3n|) . (4.41)

Тогда V1n′′′ (y) имеет следующий вид,

V1n
′′′ (y) = λn

0∫
−∞

Gnηηη (y, η) fn (η) dη =

= λn

(
lim

B→−∞

(
fn (ν)Gnηη (y, ν)− fn (B)Gnηη (y,B)−

ν∫
B

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

))
+

+λn

(
lim
ε→0

(
fn (η − ε)Gnηη (y, η − ε)− fn (ν)Gnηη (y, ν)−

η−ε∫
ν

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

))
+

++ λn

(
lim
ε→0

(
fn (0)Gnηη (y, 0)− fn (η + ε)Gnηη (y, η + ε)−

0∫
η+ε

Gnηη (y, η) fn
′ (η) dη

))
;

На основании (4.31) и (4.36) оценка V1n′′′ (y), имеет вид

∣∣V1n′′′ (y)
∣∣ ≤ 1

n
(|Ψ3n|) . (4.42)
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С учётом оценок (4.41) и (4.42) оценим (4.40),

|uyyy (x, y)| ≤M

∞∑
n=1

1

n
(|Ψ3n|)

Используя неравенство Коши-Буняковского и Бесселя, получим

|uyyy (x, y)| ≤M

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2


√√√√ ∞∑

n=1

|Ψ3n|
2
 ≤M

√
π2

6

(∥∥∥ψ(5)
3 (x)

∥∥∥) <∞,

здесь
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

|Ψ3n|2 ≤
∥∥∥ψ(5)

3n (x)
∥∥∥2
L2(0<x<p)

. (4.43)

Следовательно, ряд, соответствующий функции uyyy (x, y), cходится абсолютная и равномерно в области D−.
Вычислив частную производную четвертого порядка по x от уравнения (4.37), докажем её сходимость,

|uxxxx(x, y)| ≤
1
√
p

∞∑
n=1

(
|ρ1n(y)|+

∫ 0

−∞ |Gn(y, η)| |fn(η)| dη
)

∣∣∣∣cth( 4
√
λnp

2

)∣∣∣∣ ( π

2p
(2n− 1)

)4 ×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
ch
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sh

(
4
√
λnp

2

) +
sin
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
cos

(
4
√
λnp

2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤M

∞∑
n=1

1

n
|Ψ3n| , n = 2m− 1;

|uxxxx(x, y)| ≤
1
√
p

∞∑
n=1

(
|ρ1n(y)|+

∫ 0

−∞ |Gn(y, η)| |fn(η)| dη
)

∣∣∣th( 4√λnp
2

)∣∣∣ ( π
2p (2n− 1)

)4 ×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣−
sh
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
ch

(
4
√
λnp

2

) +
cos
(

4
√
λn

(
x− p

2

))
sin

(
4
√
λnp

2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤M

∞∑
n=1

1

n
|Ψ3n| , n = 2m.

Используя неравенство Коши-Буняковского и Бесселя, получим

|uxxxx (x, y)| ≤M

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2

√√√√ ∞∑
n=1

|Ψ3n|2
 ≤M

√
π2

6

(∥∥∥ψ(5)
3 (x)

∥∥∥) <∞.

Следовательно, uxxxx (x, y)) также сходится абсолютно и равномерно в области D−.
Здесь (4.43).
Теорема 4.1 доказана.

5. Заключение

В рамках данного исследования проведен всесторонний и детальный анализ краевых задач, поставленных в
полуограниченной области для неоднородного дифференциального уравнения четвертого порядка с кратными
характеристиками, содержащего третью частную производную по времени. В ходе изысканий были достигнуты
следующие фундаментальные научные и практические результаты:
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1. В результате специальной адаптации метода энергетических интегралов (функционалов) получены
априорные оценки, гарантирующие единственность решения в полубесконечной области, и строго доказана
соответствующая теорема.

2. Успешно сконструирована специализированная функция Грина для данной задачи. С помощью построенной
функции искомое решение выражено в явном аналитическом виде через интегральные операторы и
бесконечные функциональные ряды.

3. Полностью обосновано существование задачи в классе регулярных решений. При этом строго показана
абсолютная и равномерная сходимость рядов решений, а также рядов, состоящих из входящих в уравнение
высших частных производных в рассматриваемой полуограниченной геометрической области.
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Solution of boundary value problems for a fourth-order equation with multiple
characteristics in a semi-bounded domain by constructing the Green’s function

Jamalov B.I., Melikuzieva D.M.

Abstract

The subject of this study is boundary value problems in a semi-bounded domain for a fourth-order inhomogeneous
differential equation with multiple characteristics. The uniqueness of regular solutions for the formulated problems is
established using the energy integral method, while the existence theorems are justified by applying the classical method
of separation of variables. The desired solutions are analytically expressed in the form of infinite functional series using the
constructed Green’s function. Furthermore, the absolute and uniform convergence of both the solution series themselves
and the series composed of the corresponding partial derivatives is rigorously proved within the considered geometric
domains.

Keywords
Fourth-order differential equations, multiple characteristics, semi-infinite domain, energy integral, Green’s function,

functional series, uniform convergence, partial derivatives.
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